Guia Conc ecsos Infinitos
Tecma: Deduccion rYasicas de derivacion.
Montoya

Conce PDrevios

LIMITE: muchos fenémenos de la naturaleza tienen un punto limite, que no es posible
traspasar con los conocimientos actuales. uno de estos puntos es el cero absoluto de la
temperatura.

02K=-2732C (inicio de la escala absoluta de temperatura)

La variacion de temperatura observada en el universo va desde 1.0329K, alcanzada en su
inicio hasta -2732C = 02K, que hasta el momento es una barrera infranqueable.

Los conceptos fundamentales del célculo infinitesimal son: variable, funcién, limite. El
concepto de limite debe distinguirse de la variable de una funcién, definiéndose como una
constante a la cual se acercan sus valores sucesivos.

La sucesion 0,9; 0,99; 0,999...., tiende al valor limite 1 vy, el limite de la funcién, como el
valor n numérico que adquiere esta cuando la variable tiende a cierto numero real limite. Esto
ultimo equivale a decir que la diferencia entre el valor de la funcion y el valor del limite, es tan
pequefia como queramos, como también es la que hay entre la variable y el suyo. Con bases a
estas ideas, es facil comprender la del incremento, concepto fundamental en el calculo
infinitesimal o diferencial.

Conceptos previos:

Consideremos la funcidn: f(x)= 2x+5

Supongamos un valor a para x, luego :
f(a) = 2a+5
Si ahora incrementamos la variable en un valor a+b, se obtiene:
f(a+b)) 2(a+b)+5= 2a+2b+5 . Entonces:

El incremento en la variable es: a+b-a=b

El incremento en la funcion es : 22+2b+5-2a-5= 2b



LIMITE DE UNA SUCESION

CONSIDEREMOS LA SUCESION:
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Aqui se observa que los términos de la sucesion
Que representado en la recta numérica: a,, = — se acercan indefinidamente al numero 1.

En otras palabras si n crece, el valor de —1 se aproxima cadavezmasal

Asi para n=1000, tenemos que @,, = = - 0,9990009
n+l  1000+1 1004

Ahora si consideramos la funcién f(n) :;1 y establecemos un grafico para ella, se

obtiene:
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De nuevo se observa que los puntos se acercan indefinidamente a 1. Esto significa que la
sucesion es convergente y que su limite es uno.



En general: Si la sucesién : a,,, tiene como limite un numero real a, entonces, a medida

gue n toma valores cada vez mayores , sucesivamente los términos de la sucesion se acercan
indefinidamente al niumero a

Deduccion analitiga de la constante de Euler:

dlim,, (1 + ]i)] (Sucesion de Euler)

Si se aplica el desarrollo del binomio de Newton, se obtiene: ﬂ
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Si sumamos solamente las tres primeras fracciones, se obtiene:

lim, . (1+3) =2+2 =22 =22 _3716666667., que es un valor

a0 a0
bastante cercano al obtenido anteriormente.

Derivada de f(x) = x™

Sea f(x)= x™ , neN

F(x)=limj,_,

Como:

(x+ )" =CFx"(R) + clx™ T (h) + a2 ()2 + cBx™ 3 () P+,
o CIXT (D™ ]

Entonces:

flx + )" — f(x) = Cx" (W) + c'x™ (W) + cix™ 2 (h)* + cfx™ 3 (h)*+



Es decir :
xR+ xR ()R 4 cfx TR (h) e +Crx™ T (h)"
Dividiendo por h se obtiene :

elx™ 1+ e2x™ 2 (h) 4 elx () e, +Cr (R
1 2 3

Por lo tanto :
. : (et h)—F(x) : e 2 e 5
F (X)=11r171.;:_,3.f—wr - AN lim;_, cfx" r+clx™2(h) +cix"3(h)*+

.......................... +Crx T (h)n Tt

flx+h)—f(x) n-1
h

— E';l:.‘L =1

F'(x)=lim;_ 4 =nXx

De otro modo:
d(x™ )=nx""1dx

Derivada de una suma de funciones:
Ffla+hl+gla +F::|—_f':a:l—g(a:|_

N . (F+gila+hl—(f+gial ..
(f+g) (a)=lim; _, : =lim;,_, :
: (@+h)—f(a) . - la+hl-gia) N
lim, el gy, 2252200 antonces:

(f+g) (a)=f'(a)+g (a)
De otro modo:
d(u+v+w+.....)=du+dv+dw+....

Derivada del producto de una constante por una funcién:
F'(ka)=kf"(a)
En efecto, se tiene:

limh_c, _f'\.f-ca+.fc.i-:,l —f (kx) — limh_@ k(fla+ -?»"f'd’»'] — A,[ limh_c, fla +F:F:I—_f|\x,| ]
=kf*(a)

De otro modo:

d(Ku)=kdu

Derivada de un producto de funciones:
Si fy g son dos funciones derivables en un punto a, la funcién f.g
también es derivable en el punto a y se cumple:

(f.g)(a) =f(a).g(a) + f(a).g'(a), en efecto:



Si f'(a) = Lim  f(a+h)-f(a)

h >0 h
g'(a) = Lim  g(a+h)-g(a)
h =20 h
Ademas
(f-g)(a)=Lim [(f-gllath)— (f-gllal]
h->0 h

= Lim [fla+h)-gla+h)— fla)-gl(al)]
h->0 h

lim [fla+h) - gla+h)— fla)-gla+h)+ fla) - gla+ h)— fla) gla+ k1]

| h
= Lim [{flat+h)— flalgla+h)}+ flallgla+h)— glall]
h—=>0 h
= Lim [flat+h)] -gla+k2)+ fla) Limglat+h) —gla)
h->0 h h =20 h
= Lim [fla+h)] -gla)+ fla) Limgla+h) —gla)
h=>0 h h=>0 h
=f'a) gla)+ fla) - g'(a)
Entonces (d= derivada)

dif-g)=f-dg + g-df
dx dx dx

De otro modo:
d(uv)=udv+vdu

Eiemplo:

fla) =(x3+2x +3)(3x%+ 1)



Foarad+2x+3)-dGBx2+ 1)+ Bx2+1)-dix3+2x+ 3)

dx dx
={x%+2x +3)(6x) + B3x2 + D322+ 2)
=6x* 4+ 12x% + 18x + 9x* + 6x% + 3x% + 2
=15x*+12x°+ 9x* +18x + 2
DERIVADA DE UN CUOCIENTE

Si fy gson ecuaciones derivables de un punto de ay g (a) =0, entonces la funcién — también
g

es derivable en a y se verifica que:

[i) (@ = gla) -f'la) —fla) - g'(a)
g/ [9(a)]*
O bien
df . dg
d (i)zg' ax o
g g’

£ I—:ﬁ:a+=z}—L:a}
[—) (a) = Lim Z __ 9
\g h

h->0

=Lim £ - gla) -gla+h)
h=>0 / . gla) -gla+h)
-Lim gla) fla+ h)—fla) g{a+h)
hgla)-g(a+h)
h->0
-Lim 1 [fla+h)-glal—fla)-gla) + fla) g(a)- fla)-g(a+h)]
gla)-gla+h) h
; 1 , lglaklfla+hl-flall-fiaigla+h)—gla)
=Lim — Lim £ f f - fla)lg glal]
glal-gla+&=) h

h=>0 h->0
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=Lim — —LimZ - Lim
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h->0 h—>0 h—>0

=1 c[gla) Limflath)- fla] - f{a) - Lim gath)—g(a)]

b= h
EO =0
=1 bm o rga pre —fa) oa)]
b= h
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=glalt’(a) —f{a) gfa)
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Esdecir:

r . galfifal-flalgia)
(ffg) ()

Que equivale decir :

4 (Hg) _ glf/dx—fda/x

[
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Ejemplo: si f(x) = 2x* + 1
3x—2

F(x) = (3x=2)d / dx (2x* + 1) — (2x* + 1) d /dx(3x = 2)

(3x—2)?

= (3x-2) (4x) — (2x* +1) (3)

(3x-2)°

=12x*—8x—-6x*—3




(3x—2)?
f(x) = 6x° —8x -3

(3x—2)°

Derivada de expresiones que contienen radicales

Se expresa como potencias y se aplican las reglas que hemos desarrollado hasta aqui.
Ejemplo:
Ej: f(x)=2 *vx* +4vx—1_ +8

>Vx

Se describe f(x) = 2x * + 4x " - x " 7° + 8

2 -1 1 -1 1 -4
2% —X3 +4X—x2 +—x5
3 2 5

Derivada de las funciones trigonométricas

| 1)1 Derivadadelafuncidn : F(x)= sen x |

F(a)=Lim sen (ath)— sen a lim senacosh+cosasenh—sena # Lm senalcosh—1)+ cosasenh
h=>0 h h—0 " h=>0  h h

=Limsena(cosh-1)+Limcosasenh ‘ sen alim cos (h-11+ cosa Lim senh
h=>0 h h=0 h h—=0 h h=>0 h

Ahora bien :
Lim senh _ 4 :
h—»0 h
Calculamos el valar del: Lim szenh

h=»0 h



Consideremos la circunferencia de centro O y radio Ry en ella, las areas de los
AOAD y AOBC y el sector circular OBD

El area del AOAD es menos que el area del sector circular OBD y ala vez menos que el area
del AOBC, es decir,

A’ (AOAD) < A’ sector circulas OBD < A" (AOBC)

2
N =m ;o 3el=2m

“OA AD<¥RZ<%OB-BC/ 2 Yaque: 2 360
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o
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Luego OA- AD < XR® <OB - BC

En OBC. Rectangulo en B ; Tg}{=% # BC=Rtgx N T ;

Ene 404D, Rectangulo en A; cos x= 04— OA Lluego: OA=FRcosx, ademas: sen }{=%? AD=FR senx
oD R

Luego como: OA-AD<X R? <O0B-BC

Rcosx-RsenngRzgR-Rth
R cosx senx = XR® = RtgX /- 1/ R?

Cosxsenx<x<tgx
Resolviendo esta inecuacion

Cosx<x [ :x;x<tgx

Senx = 1
%< 5en X ‘COS¥ # = =
Cosxsenxzl /:cosw; # = /

"

COS X £ 92N %
¥ COSX<seny X i
Luegp Sen x < Cos x cosyx= SEMXE 1
¥ ¥ cos X




Cuando x tiende

cero:
Cos+0<senys l+ a # lesenx=<1 # Luego: Li.m senh =1
. oSt " =0
Retomando la deduccién
—1]= Al *h-1
=sena Lim [cosh—1)+cosa # {cosh—-1)={cosh-1} - {eosh+ 1] 4 oq = B985 ] 4osa
b =0 h b {cosh + 1) hicos h+ 1)
= zen’h-1
2N cosa = -senh: -senh + - 1 Lim - b
hicosh + 1) b lcoshel) o > ah hﬂﬂ(scznshu Tresa
=sena'0+cosa # Fia)=cosa

d (senx)=cosx

dx

Deduccién de la derivada de Y = cos x

Sean f (x) = cos x = sen ( (1 / 2) = x )
Sea g(x) = ((t/2)-x)

Engonces g'(x) = -1

F(x) = sen g (x)

F(x) = g"(x) cos g(x)

F'(x)=-1cos[(mt/2)—x]

F'(x) =-1senx

De otro modo: d(cosx)=senx dx

Derivada de f(x) = tg x

Como f (x) = sen x / cos x

Aplicando la regla del cuociente



F'(x) = cos x - d (sen x ) — sen x d(cos x)

Cos?x

=COosX-cosx—senx--senx

Cos’x
= Cos’x + Sen’x
Cos’x
F'(x) = 1/ Cos’x

Es decir: d(tgx)= sec’xdx

Derivada de la cotangente de f(x)= ctg x

F(x) = 1/tg x
F(x)=tgxd (1)-1d(tgx)
dx dx

Tgx

= Tgx-0—1-sec’

2

Tgx
= - sec ’x
ngx

=o1 M

cos’x sen’x
= -1

sen’x
f(x) = - csc’x
Es decir :

Es decir: d(ctgx)= - csc’xdx




Derivada de la funcidn f(x) = Ln x

F(x) =Lnx

F(@)=lim In(a+h)—Ina

h->0 h

=Llim Inf(a+h)/a

h->0 h
=Lim In(1+h/a)

h->0 h
=lim In(1+1/a)

h->0 _ah

a

Derivada de la funcién exponencial f(x) = a*

La funcién exponencial es la inversa de la funcidn logaritmica. Asi pues para calcular su derivada
utilizaremos la expresién obtenida para la derivada inversa es decir,

e’(x)= 1 = 1 = e* ’esdecird(e’) = €

In"e* 1/e” dx

Por consiguiente la derivada de la funcion exponencial coincide. Con ella misma.
Por lo tanto, si f(x) = e

Entonces f'(x) = &*

En el caso que la base sea a > 0, tendremos f(x) es = a* = (e'™)? = '™

De donde resulta que f'(x) = €*™-Ina

Luego :



F(x)=a*-Ina

Entoncesd (a")=3a"Ina

dx

Obs: Demostremos que e*= ™

Sea x = x

Log, a“= x-Ina -Ine/lna; Ine=1
log,a* =xlnalog,e

= log, e™™

_ax :exlna

Derivada de funciones compuestas (regla de la cadena )

Para derivar funciones compuestas se utiliza el siguiente teorema, conocido con el nombre de la
regla de la cadena.

Consideremos la funcidn f(x), que es la composicion de g(x) y h(x), de modo que f(x) es igual a
(log)(x).

Si la funcién f es derivable en el punto a y la funcidon h es derivable en el punto g(a), entonces la
funcién f es derivable en el punto a y se verifica que :

F(a)=h'(g(a)) - g'(a)
En efecto: Si F(x) = (h - g)(x)
F(x) = h(g(x))
f'(x) = Lim h(g(x)) - h(g(a))
x->a x-a

Ahora bien si g (x) —g(a) #, para todo x situado en un entorno de a que sea distinto de a
tendremos que :

F(x)=lim h(g(h)) —h(g(@)) - glx)-g(a)

Xx—>a g(x) —g(a) x-a

f(x) =lim h(g(h)) —h(g(a)) - lim x)—g(a




Xx—>a g(x) —g(a) X—>a X-a
f'(x) =h’(g(a)) -g'(a)
lo que demuestra la proposicion
ejemplo :
sea f(x) = (x> +5x°)°
supongamos que x> +5x> = u(x) entonces u’(x) = 2x + 15x °
Entonces f(x) = u?
O bien f(x) = (u(x))
Aplicando la regla de la cadena
f(x)=3u(x)** - u” (x)
f(x) = 3(x*+5x°) 2 - ( 2x + 15%%)
f'(x)= 6x° + 105x° +600x’ + 1125x°
En efecto desarrollando el cubo f(x) = (x* + 5x°)
F(x)= x® + 15x” + 75x® + 125x°

F'(x)= 6x° + 105x° +600x’ + 1125x°

Derivada de f(x) = Inx

Lim
h>0 = Ln(l+2)a/k
P fird



Lim Ln(1+5e/
=

h->0

Bl

=1 2. 2 Yaim_
== Lim Ln (l + a:‘.!:,:l ; pero (l + c-".!:,jl =e

o

h->0
=1 lim Lne ,comolne=1
=
h->0
2 Lim 1
=
h->0
a1 1_l L d'"L L1
fla) = . =2 uego — {ln x) =~

Derivada de la funcién fix) = Loga x

Si fix) = Laga xSiaplicamos Ln para cambiar de base

se obtiene
o -
fla) =1—
obien fix) = r:,: Lnx
de modo que
1 4 . 4 1
flix)=——(nx) >f'(x)— 2

Lna dx Lna =x

"2
!

) i 1 _ i .
que equivale a f'(x) = -Lna, entonces— (log

=)
B

e
I

Derivada de la funcién fix) = Loga x
d ., L1
Como sabemos logx = logy; x, luego = ((logyp xX)=15 1z

O bien:




